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Abstrakt
Tato bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ Ramseyovou teori´ı. Jsou zde shrnuty za´kladn´ı
vy´sledky Ramseyovy teorie na grafech a online Ramseyovy teorie. V po-
sledn´ı kapitole se zaby´va´me horn´ım odhadem online Ramseyova cˇ´ısla pro sude´
a liche´ kruzˇnice.
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This bachelor thesis deals with Ramsey theory. There are summarized the
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U´vod
Bertrand Russel a Alfred North Whitehead uvedli, ve sve´m spolecˇne´m d´ıle
Principia Mathematica, odva´zˇnou mysˇlenku. Domn´ıvali se, zˇe cela´ mate-
matika mu˚zˇe by´t odvozena jen pomoc´ı neˇkolika za´kladn´ıch axiomu˚. Tuto
mysˇlenku rozsˇ´ıˇril neˇmecky´ matematik David Hilbert, ktery´ tvrdil, zˇe exis-
tuje algoritmus pomoc´ı, ktere´ho lze rozhodnout o pravdivosti logicky´ch for-
mul´ı. V cˇla´nku
”
On a Problem of Formal Logic“, Franc Plumpton Ram-
sey uka´zal, zˇe pro specia´ln´ı prˇ´ıpad rozhodovac´ı algoritmus existuje. Avsˇak
o neˇkolik let pozdeˇji Kurt Go˝del, Alan Turing, Alonzo Church a dalˇs´ı uka´zali,
zˇe v u´plne´ obecnosti rozhodovac´ı algoritmus neexistuje. Ramsey doka´zal svou
veˇtu (Ramseyovu veˇtu) jako prvn´ı krok prˇi snaze o doka´za´n´ı specia´ln´ıho
prˇ´ıpadu. Jak se pozdeˇji uka´zalo, Ramseyova veˇta byla v argumentaci nad-
bytecˇna´ a nemohl by ji pouzˇ´ıt prˇi snaze o doka´za´n´ı obecne´ho prˇ´ıpadu. Stala se
vsˇak za´kladem Ramseyovy teorie. Te´matu se da´le neveˇnovala moc pozornost,
nezˇ v roce 1933 Paul Erdo˝s a George Szekeres
”
znovuobjevili“ Ramseyovu
teorii, ktera´ se pozdeˇji d´ıky jejich popularizaci dostala do poveˇdomı´ ma-
tematicke´ komunity. Prˇ´ıkladem te´to popularizace jsou naprˇ´ıklad proble´my
za neˇkolik dolar˚u, ktere´ Erdo˝s vypisoval. Spousta z nich nen´ı do dnesˇka
vyrˇesˇena, viz [12]. Dalˇs´ı historicke´ informace jsou v cˇla´nku od R. Grahama
[14] a v natocˇene´ prˇedna´sˇce od J. Nesˇetrˇila [21], ze ktery´ch bylo v te´to kapitole
cˇerpa´no.
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Za´kladn´ı terminologie a znacˇen´ı
Graf je usporˇa´dana´ dvojice G = (V,E), kde V je konecˇna´ mnozˇina vrchol˚u
a E je mnozˇina hran takova´, zˇe E ⊆ (V
2
)
. Vrcholy budeme znacˇit maly´mi
p´ısmeny a hrany budeme znacˇit dvojic´ı vrchol˚u, tj. hranu mezi vrcholy u a v
oznacˇ´ıme uv. Znacˇen´ım V (G) resp. E(G) se odkazujeme na mnozˇinu vrchol˚u
resp. hran grafu G. Rˇa´dem grafu rozumı´me pocˇet jeho vrchol˚u a velikost´ı
grafu pocˇet jeho hran. Mnozˇinu vrchol˚u X v grafu G nazy´va´me neza´vislou
mnozˇinou, jestlizˇe X ⊆ V (G) a mezi zˇa´dny´mi dveˇma vrcholy z X neexistuje
v G hrana. Mnozˇinu vrchol˚u X v grafu G nazy´va´me klikou, jestlizˇe X ⊆
V (G) a mezi kazˇdy´mi dveˇma vrcholy z X existuje v G hrana. Graf H je
podgrafem grafu G, pokud V (H) ⊂ V (G) a E(H) ⊂ E(G). Podgraf grafu
G, ktery´ vznikne odstraneˇn´ım jedne´ hrany e ∈ E(G), budeme znacˇit G− e.
Rˇekneme, zˇe H je podgraf grafu G indukovany´ mnozˇinou X, jestlizˇe G je
graf, V (H) = X ⊆ V (G) a E(H) = E(G) ∩ (X
2
)
. Stupenˇ vrcholu u je
pocˇet hran incidentn´ıch s t´ımto vrcholem, znacˇ´ıme deg(u). Maxima´ln´ı stupenˇ
v grafu G je ∆(G) = max{deg(u) | u ∈ V (G)}. Dva grafy G a H jsou
izomorfn´ı, jestlizˇe existuje bijektivn´ı zobrazen´ı Φ : V (G)→ V (H) takove´, zˇe
pro vsˇechny vrcholy u, v ∈ V (G) plat´ı, zˇe uv ∈ E(G) ⇔ Φ(u)Φ(v) ∈ E(H).
Doplneˇk grafu G je graf G¯ takovy´, zˇe V (G) = V (G¯) a pro vsˇechny vrcholy
u, v ∈ V (G) plat´ı, zˇe uv ∈ E(G) ⇔ uv /∈ E(G¯). Prˇ´ıpustny´m obarven´ım
vrchol˚u grafu G nazveme zobrazen´ı c : V (G)→ N, jestlizˇe pro vsˇechny hrany
uv ∈ E(G) plat´ı, zˇe c(u) 6= c(v). Graf G nazy´va´me vrcholoveˇ k-obarvitelny´,
jestlizˇe pro neˇj existuje prˇ´ıpustne´ obarven´ı vrchol˚u k barvami. Libovolne´
zobrazen´ı c : E(G)→ {1, . . . , k} nazveme k-obarven´ım hran grafu G.
Nakreslen´ı grafu je rovinne´, jestlizˇe se v neˇm zˇa´dneˇ hrany nekrˇ´ızˇ´ı. Graf
nazveme rovinny´, jestlizˇe pro neˇj existuje rovinne´ nakreslen´ı. Necht’ G je
rovinny´ graf s dany´m rovinny´m nakreslen´ım. Uvazˇujeme-li mnozˇinu bod˚u
roviny, ktere´ nelezˇ´ı v zˇa´dne´m oblouku nakreslen´ı grafu G, potom se tato
mnozˇina
”
rozpadne“ na neˇkolik souvisly´ch oblast´ı. Teˇmto oblastem rˇ´ıka´me
steˇny grafu G dane´ho rovinne´ho nakreslen´ı. Jedine´ neomezene´ oblasti rˇ´ıka´me
vneˇjˇs´ı steˇna a vsˇem ostatn´ım oblastem rˇ´ıka´me vnitrˇn´ı steˇny.
U´plny´ graf na n vrcholech je Kn = ({1, . . . , n},
(
n
2
)
). U´plny´ bipartitn´ı
3
graf Km,n je graf, pro ktery´ existuje rozklad mnozˇiny vrchol˚u na dveˇ dis-
junktn´ı mnozˇiny (jedna velikosti m a jedna velikosti n) tak, zˇe kazˇda´ dvo-
jice vrchol˚u z r˚uzny´ch mnozˇin je spojena hranou a zˇa´dna´ dvojice vrchol˚u
ze stejne´ mnozˇiny nen´ı spojena hranou. Cesta na n vrcholech je graf Pn =
({1, . . . , n}, E), kde E = {ii+1 | 1 ≤ i < n}. Kruzˇnice na n ≥ 3 vrcholech je
graf Cn = ({1, . . . , n}, E), kde E = {ii+ 1 | 1 ≤ i < n} ∪ 1n. Pro sude´ resp.
liche´ n nazy´va´me Cn suda´ resp. licha´ kruzˇnice. Stromem rozumı´me souvisly´
graf bez kruzˇnic a lesem nesouvisly´ graf, jehozˇ komponenty jsou stromy.
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Kapitola 1
Ramseyova teorie
1.1 Motivace
The Party Problem. Kazˇdy´ graf G = (V,E), kde |V | = 6, obsahuje bud’
K3, nebo neza´vislou mnozˇinu vrchol˚u s 3 prvky.
D˚ukaz. Zvolme libovolneˇ v0 ∈ V , oznacˇme V0 = V \{v0} a definujme rozklad
V0 = A ∪ B takovy´, zˇe A = {v ∈ V0 | vv0 /∈ E} a B = {v ∈ V0 | vv0 ∈ E}.
Potom bud’ |A| ≥ 3, nebo |B| ≥ 3.
1. Je-li |A| ≥ 3, potom rozliˇs´ıme dveˇ mozˇnosti. Graf indukovany´ mnozˇinou
A bud’ obsahuje K3, nebo v neˇm existuj´ı dva vrcholy x, y, ktere´ nejsou
spojene´ hranou. Plat´ı-li prvn´ı mozˇnost ma´me hotovo. Plat´ı-li druha´
mozˇnost, potom z definice mnozˇiny A v p˚uvodn´ım grafu G tvorˇ´ı vrcholy
x, y, v0 neza´vislou mnozˇinu.
2. Je-li |B| ≥ 3, potom rozliˇs´ıme opeˇt dveˇ mozˇnosti. Graf indukovany´
mnozˇinou B bud’ obsahuje neza´vislou mnozˇinu se 3 prvky, nebo v neˇm
existuj´ı dva vrcholy x, y, ktere´ jsou spojene´ hranou. Plat´ı-li prvn´ı mozˇ-
nost ma´me hotovo. Plat´ı-li druha´ mozˇnost, potom z definice mnozˇiny
B tvorˇ´ı v p˚uvodn´ım grafu G vrcholy x, y, v0 K3.
The Party Problem je specia´ln´ım prˇ´ıpadem Ramseyovy veˇty pro grafy,
kterou si uvedeme da´le.
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1.2 Ramseyovy veˇty
U´plne´ grafy
Zacˇneme s jednoduchy´m tvrzen´ım, ktere´ pouzˇijeme prˇi d˚ukazu Ramseyovy
veˇty pro grafy.
Tvrzen´ı. (Dirichlet˚uv princip) [19]
Necht’ n1, n2, . . . , nk jsou prˇirozena´ cˇ´ısla, X je mnozˇina s alesponˇ 1+
∑k
i=1(ni−
1) prvky a mnozˇiny X1, X2, . . . , Xk tvorˇ´ı rozklad mnozˇiny X. Potom existuje
i takove´, zˇe |Xi| ≥ ni.
Na Dirichlet˚uv princip mu˚zˇeme narazit i pod jiny´m na´zvem, naprˇ. princip
za´suvek nebo princip holubn´ık˚u. Pod´ıvejme se na jeho jednoduche´ pouzˇit´ı.
Prˇ´ıklad. [3] Meˇjme 10 bod˚u umı´steˇny´ch uvnitrˇ jednotkove´ho cˇtverce. Potom
existuj´ı dva body, ktere´ jsou od sebe vzda´leny o me´neˇ nezˇ 0.48.
Rˇesˇen´ı: Rozdeˇlme jednotkovy´ cˇtverec na 9 mensˇ´ıch cˇtverc˚u o de´lce stran 1
3
.
Potom pro 10 bod˚u ma´me 9 maly´ch cˇtverc˚u a z Dirichletova principu plyne,
zˇe existuje cˇtverec, ve ktere´m jsou dva body. Nejdelˇs´ı mozˇna´ vzda´lenost dvou
bod˚u uvnitrˇ male´ho cˇtverce je prˇes diagona´lu, ktera´ ma´ de´lku
√
2
3
≈ 0.4714 <
0.48.
Na´sleduje Ramseyova veˇta pro grafy pro k ≥ 2 barev. Veˇtu dobrˇe cha-
rakterizuje vy´rok T. S. Motzkina o Ramseyoveˇ teorii
”
complete disorder is
impossible“.
Veˇta 1. (Ramseyova veˇta pro grafy) [4]
Pro libovolna´ prˇirozena´ cˇ´ısla n1, n2, . . . , nk, kde k ≥ 2, existuje prˇirozene´
cˇ´ıslo n takove´, zˇe pro libovolne´ k-obarven´ı hran u´plne´ho grafu Kn najdeme
v tomto grafu u´plny´ podgraf Kni (i = 1, 2, . . . , k) takovy´, zˇe kazˇda´ hrana Kni
je obarvena barvou i.
Definice 1. (Ramseyovo cˇ´ıslo)
Nejmensˇ´ı cˇ´ıslo n takove´, zˇe vyhovuje prˇedchoz´ı veˇteˇ se nazy´va´ Ramseyovo
cˇ´ıslo a znacˇ´ı se R(n1, n2, . . . , nk, k).
V dalˇs´ım textu budeme nejcˇasteˇji uvazˇovat k = 2. Proto si zavedeme jed-
nodusˇsˇ´ı znacˇen´ı Ramseovy´ch cˇ´ısel a pro k = 2 si uvedeme dveˇ jine´ formulace
Ramseyovy veˇty pro grafy a take´ veˇtu doka´zˇeme.
Znacˇen´ı. R(n1, n2, 2) := R(k, l)
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Veˇta 2. (Ramseyova veˇta pro grafy – jina´ formulace) [21]
Pro libovolne´ k, l ∈ N existuje R(k, l) ∈ N tak, zˇe |X| ≥ R(k, l) ∧ c : (X
2
)→
{0, 1} je libovolna´ funkce (obarven´ı), potom existuje Y ⊆ X takova´, zˇe bud’
|Y | ≥ k a c∣∣(Y2) ≡ 0, nebo |Y | ≥ l a c∣∣(Y2) ≡ 1.
Veˇta 3. (Ramseyova veˇta pro grafy – jina´ formulace) [4]
Pro libovolna´ prˇirozena´ cˇ´ısla k, l existuje prˇirozene´ cˇ´ıslo R(k, l) takove´, zˇe
prˇi libovolne´m obarven´ı hran u´plne´ho grafu KR(k,l) cˇervenou a modrou bar-
vou existuje v tomto grafu bud’ cˇervene´ Kk jako podgraf, nebo modre´ Kl
jako podgraf.
Du˚kaz je zpracova´n z [21].
D˚ukaz. Chceme uka´zat existenci Ramseyova cˇ´ısla R(k, l). Postupujeme in-
dukc´ı podle k, l. Pokud k = 1 nebo l = 1 je veˇta trivia´lneˇ splneˇna, protozˇe
R(1, l) = 1, R(k, 1) = 1. Pokud k = 2 nebo l = 2, potom (pro k = 2)
veˇta rˇ´ıka´, zˇe prˇi libovolne´m cˇerveno-modre´m obarven´ı hran u´plne´ho grafu
na R(2, l) vrcholech existuje jako podgraf bud’ cˇervena´ hrana, nebo modre´
Kl, cozˇ je splneˇno pro R(2, l) = l. Ze symetrie snadno nahle´dneme, zˇe
R(k, 2) = k.
Nyn´ı prˇedpokla´dejme, zˇe tvrzen´ı plat´ı pro k, l− 1 a k− 1, l. Uka´zˇeme, zˇe
R(k, l) ≤ R(k − 1, l) + R(k, l − 1). Oznacˇme n = R(k − 1, l) + R(k, l − 1).
Necht’ G = (V,E) je u´plny´ graf na n vrcholech a ma´ libovolneˇ obarvene´ hrany
cˇervenou a modrou barvou. Zvolme libovolneˇ vrchol u ∈ V (G) a oznacˇme
mnozˇiny R a B tak, zˇe R = {v ∈ V (G) | uv je cˇervena´ } a B = {v ∈ V (G) | uv
je modra´ }. Potom |R| + |B| = R(k − 1, l) + R(k, l − 1) − 1 = n − 1, cozˇ
mu˚zˇeme napsat ve tvaru n − 1 = 1 + (R(k − 1, l) − 1) + (R(k, l − 1) − 1).
Podle Dirichletova principu je bud’ |R| ≥ R(k− 1, l), nebo |B| ≥ R(k, l− 1).
1. Pokud |R| ≥ R(k − 1, l), pouzˇijeme indukcˇn´ı prˇedpoklad na dvojici
cˇ´ısel k − 1, l a dostaneme, zˇe graf indukovany´ mnozˇinou |R|, oznacˇme
ho GR, obsahuje bud’ cˇervene´ Kk−1, nebo modre´ Kl. V prvn´ım prˇ´ıpadeˇ
v GR existuje cˇervene´ Kk−1, ktere´ spolecˇneˇ s vrcholem u da´va´ cˇervene´
Kk v G. Ve druhe´m prˇ´ıpadeˇ v GR existuje modre´ Kl, cozˇ implikuje
existenci modre´ho Kl v G.
2. Pokud |B| ≥ R(k, l − 1), pouzˇijeme indukcˇn´ı prˇedpoklad na dvojici
cˇ´ısel k, l − 1 a dostaneme, zˇe graf indukovany´ mnozˇinou |B|, oznacˇme
ho GB, obsahuje bud’ cˇervene´ Kk, nebo modre´ Kl−1. V prvn´ım prˇ´ıpadeˇ
v GB existuje cˇervene´ Kk, cozˇ implikuje existenci cˇervene´ho Kk v G.
Ve druhe´m prˇ´ıpadeˇ vGB existuje modre´Kl−1, ktere´ spolecˇneˇ s vrcholem
u da´va´ modre´ Kl v G.
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U´plne´ bipartitn´ı grafy
Pro u´plne´ bipartitn´ı grafy existuje analogie ke klasicke´ Ramseyoveˇ veˇteˇ.
Veˇta 4. (Bipartitn´ı Ramseyova veˇta) [13]
Pro vsˇechna prˇirozena´ cˇ´ısla k, r existuje prˇirozene´ cˇ´ıslo n takove´, zˇe prˇi libo-
volne´m r-obarven´ı hran u´plne´ho bipartitn´ıho grafu Kn,n v neˇm existuje jed-
nobarevny´ u´plny´ bipartitn´ı graf Kk,k jako podgraf.
Analogi´ı pro Ramseyova cˇ´ısla R(k, k) jsou cˇ´ısla B(k, k), ktera´ jsou defi-
nova´na jako nejmensˇ´ı n takove´, zˇe je splneˇna prˇedchoz´ı veˇta s r = 2. V roce
1978 Irwing [17] uka´zal, zˇe B(k, k) ≤ 2k−1(k− 1)− 1 a Conlon pozdeˇji tento
odhad vylepsˇil.
Veˇta 5. [6] B(k, k) ≤ (1 + o(1))2k+1 log2 k
Veˇta 6. [13] Pro vsˇechna prˇirozena´ cˇ´ısla k a pro vsˇechna ε > 0 existuje
prˇirozene´ cˇ´ıslo m takove´, zˇe pokud G je podgraf grafu Km,m s alesponˇ εm
2
hranami, potom G obsahuje Kk,k jako podgraf.
Poznamenejme, zˇe |E(Km,m)| = m2. Tedy pro ε > 1 tvrzen´ı nema´ smysl
a pro ε = 1 rˇ´ıka´, zˇe pro libovolne´ k ∈ N existuje m ∈ N takove´, zˇe v Km,m
existuje jako podgraf Kk,k. Stacˇ´ı tedy vz´ıt m = k.
1.3 Ramseova cˇ´ısla
Odhady Ramseyovy´ch cˇ´ısel
V d˚ukazu Ramseyovy veˇty jsme uka´zali nerovnost
R(k, l) ≤ R(k − 1, l) +R(k, l − 1), (1.1)
cozˇ je za´kladn´ı horn´ı odhad. Da´le tento odhad rozsˇ´ıˇr´ıme, uvedeme horn´ı od-
had pro R(k, l), ve ktere´m vystupuje kombinacˇn´ı cˇ´ıslo a pod´ıva´me se na rych-
lost r˚ustu cˇ´ısel R(k, k).
Veˇta 7. [4] Pro kazˇde´ k, l ∈ N a suda´ R(k − 1, l) i R(k, l − 1) plat´ı
R(k, l) ≤ R(k − 1, l) +R(k, l − 1)− 1. (1.2)
D˚ukaz. Du˚kaz provedeme podobneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ Ramseyovy veˇty pro grafy,
indukc´ı podle k, l. Tvrzen´ı plat´ı pro k = 1 nebo l = 1. Prˇedpokla´dejme, zˇe
tvrzen´ı plat´ı pro k − 1, l a k, l − 1. Oznacˇme n = R(k − 1, l) + R(k, l − 1)
a G = Kn−1. Uvazˇujme libovolne´ cˇerveno-modre´ obarven´ı hran grafu G.
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Uka´zˇeme, zˇe G obsahuje bud’ cˇervene´ Kk, nebo modre´ Kl jako podgraf G.
Protozˇe R(k − 1, l) a R(k, l − 1) jsou suda´ cˇ´ısla v´ıme, zˇe rˇa´d grafu G je
lichy´. Tedy existuje vrchol, ktery´ ma´ sudy´ pocˇet cˇerveny´ch a modry´ch hran,
oznacˇme tento vrchol u. Oznacˇme R mnozˇinu takovou, zˇe R = {v ∈ V (G) | uv
je cˇervena´} a B mnozˇinu takovou, zˇe B = {v ∈ V (G) | uv je modra´}.
Rozliˇs´ıme dva prˇ´ıpady.
1. Pokud |R| ≥ R(k−1, l), postupujeme stejneˇ jako u d˚ukazu veˇty 3. Tedy
pouzˇijeme indukcˇn´ı prˇedpoklad na dvojici k−1 a l. Dosta´va´me, zˇe graf
indukovany´ mnozˇinou R, oznacˇme ho GR, bud’ obsahuje cˇervene´ Kk−1,
nebo modre´ Kl. V prvn´ım prˇ´ıpadeˇ v GR existuje cˇervene´ Kk−1, ktere´
spolecˇneˇ s vrcholem u da´va´ cˇervene´ Kk v G. Ve druhe´m prˇ´ıpadeˇ v GR
existuje modre´ Kl, cozˇ implikuje existenci Kl v G.
2. Pokud |R| < R(k − 1, l), potom |R| ≤ R(k − 1, l) − 2 ze sudosti |R|
a R(k − 1, l). Potom n − 2 = R(k − 1, l) + R(k, l − 1) − 2 = |R| +
|B| ≤ R(k − 1, l) − 2 + |B|. Po u´praveˇ dostaneme |B| ≥ R(k, l − 1)
a opeˇt postupujeme stejneˇ jako u d˚ukazu veˇty 3 pouzˇit´ım indukcˇn´ıho
prˇedpokladu na dvojici k a l − 1.
V d˚ukazu na´sleduj´ıc´ı veˇty vyuzˇijeme vzorec pro soucˇet kombinacˇn´ıch cˇ´ısel,
tj. (
n− 1
k − 1
)
+
(
n− 1
k
)
=
(
n
k
)
. (1.3)
Veˇta 8. [4] Pro vsˇechna k, l ∈ N plat´ı
R(k, l) ≤
(
k + l − 2
k − 1
)
. (1.4)
D˚ukaz. Podobneˇ jako u d˚ukazu Ramseyovy veˇty pro grafy, postupujme in-
dukc´ı podle k, l. Pokud k = 1 nebo l = 1, potom R(1, l) =
(
l−1
0
)
= 1 =(
k−1
k−1
)
= R(k, 1). Nyn´ı prˇedpokla´dejme, zˇe k, l ≥ 2 a tvrzen´ı plat´ı pro k− 1, l
a k, l − 1. Rovnou vyuzˇijeme indukcˇn´ıho prˇedpokladu, vztahu 1.1 a vzorce
1.3.
R(k, l) ≤
(
k + l − 3
k − 2
)
+
(
k + l − 3
k − 1
)
=
(
k + l − 2
k − 1
)
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Nyn´ı se pod´ıvejme na r˚ust R(k, k). Pro horn´ı odhad dosad’me do vztahu
1.4 a rozepiˇsme kombinacˇn´ı cˇ´ıslo podle definice, tj.
R(k, k) ≤
(
k + k − 2
k − 1
)
=
(
2k − 2
k − 1
)
=
(2k − 2)!
(k − 1)!(k − 1)! .
Pouzˇit´ım horn´ıho odhadu faktoria´lu (n! ≤ √2pin(n
e
)ne
1
12
n) dosta´va´me
(2k − 2)!
(k − 1)!(k − 1)! ≤
√
2pi(2k − 2) (2k−2
e
)2k−2
e
1
12
(2k−2)
2pi(k − 1) (k−1
e
)2k−2
e
1
12
(k−1)e
1
12
(k−1) =
√
2pi(2k − 2)
2pi(k − 1)
(
2k − 2
k − 1
)2k−2
=
√
pi(k − 1)
pi(k − 1)
(
2(k − 1)
k − 1
)2k−2
=
1√
pi(k − 1)2
2k−2 =
4k
4
√
pi(k − 1) ≤ 4
k.
Tedy dosta´va´me
R(k, k) ≤ 4k. (1.5)
R(k, k) je tedy shora omezeno exponencia´ln´ı funkc´ı. Zat´ım nejlepsˇ´ı horn´ı
odhad pro R(k, k) uvedl Conlon v roce 2009.
Veˇta 9. [7] Existuje konstanta C > 0 takova´, zˇe
R(k, k) ≤ (k − 1)−C
log2(k−1)
log2 log2(k−1)
(
2k − 2
k − 1
)
.
Nyn´ı se pod´ıvejme na doln´ı odhad R(k, k). Uvazˇujme na´hodneˇ obar-
veny´ u´plny´ graf Kn, cˇervenou a modrou barvou, s mnozˇinou vrchol˚u V .
Kazˇda´ hrana je obarvena bud’ cˇervenou barvou s pravdeˇpodobnost´ı 1
2
, nebo
modrou barvou s pravdeˇpodobnost´ı 1
2
. Necht’ K je libovolna´ k−prvkova´
podmonozˇina mnozˇiny V . Oznacˇme Rk jev takovy´, zˇe vrcholy K indukuj´ı
cˇervene´ Kk jako podgraf G a oznacˇme Bk jev takovy´, zˇe vrcholy K indukuj´ı
modre´ Kk jako podgraf G. Pravdeˇpodobnost, zˇe nastane jev Rk je P (Rk) =(
1
2
)(k2). Pravdeˇpodobnost, zˇe nastane je Bk je stejna´ jako pravdeˇpodobnost
jevu Rk, tj. P (Bk) =
(
1
2
)(k2). Nyn´ı oznacˇme Ck jev takovy´, zˇe K indu-
kuje bud’ cˇervene´ Kk, nebo modre´ Kk, tj. P (Ck) = 2
−(k2) + 2−(
k
2) = 21−(
k
2).
Konecˇneˇ oznacˇme p pravdeˇpodobnost, zˇe v na´hodneˇ obarvene´m Kn existuje
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k−prvkova´ podmnozˇina vrchol˚u K pro n´ızˇ nastane jev Ck. Tuto pravdeˇpo-
dobnost odhadneme shora soucˇtem pravdeˇpodobnost´ı jev˚u Ck, tj.
p ≤
∑
K⊆V,|K|=k
P (Ck) =
(
n
k
)
21−(
k
2)
Pokud p < 1, potom existuje obarven´ı u´plne´ho grafu Kn takove´, zˇe neob-
sahuje cˇervene´ Kk jako podgraf ani modre´ Kk jako podgraf, tj. zaj´ıma´ na´s
pro jaka´ k, n je p < 1. (
n
k
)
=
n!
(n− k)!k! ≤
nk
k!
Da´le pro k ≥ 3 plat´ı
nk
k!
<
nk
2
k
2
+1
.
Po dosazen´ı(
n
k
)
21−(
k
2) <
nk
2
k
2
+1
· 21− k(k−1)2 = n
k
2
k
2
· 1
2
k(k−1)
2
=
(
n
2
k
2
)k
.
Dosta´va´me tedy
p <
(
n
2
k
2
)k
. (1.6)
Dosad´ıme-li do 1.6 za n = 2
k
2 , potom je p < 1. Za´veˇr shrnˇme do na´sleduj´ıc´ı
veˇty.
Veˇta 10. [19] Pro kazˇde´ k ≥ 3 plat´ı
R(k, k) > 2
k
2 . (1.7)
Z´ıskali jsme horn´ı 1.5 i doln´ı 1.6 odhad pro cˇ´ısla R(k, k), tj. pro k ≥ 3
plat´ı
2
k
2 < R(k, k) ≤ 4k.
Tedy R(k, k) je zdola i shora omezeno exponencia´ln´ı funkc´ı. Prˇi odvozen´ı
prˇed veˇtou 10 bylo cˇerpa´no z [19].
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k 3 3 3 3 3 3 4 4
l 4 5 6 7 8 9 4 5
R(k, l) 9 14 18 23 28 36 18 25
Tabulka 1.1: R(k, l)
Zna´me´ hodnoty
Celkoveˇ nen´ı zna´mo moc prˇesny´ch hodnot Ramseyovy´ch cˇ´ısel. V d˚ukazu
Ramseyovy veˇty pro grafy jsme u prvn´ıho kroku indukce uka´zali, zˇe R(1, l) =
R(k, 1) = 1 a R(2, l) = l, R(k, 2) = k. Dalˇs´ı hodnota, se kterou jsme se setkali
prˇi motivacˇn´ım prˇ´ıkladu je R(3, 3) = 6. Dalˇs´ı prˇesne´ hodnoty jsou shrnuty
v tabulce 1.1.
Chceme-li uka´zat doln´ı omezen´ı R(k, l) cˇ´ıslem c ∈ N, tj. c ≤ R(k, l), po-
tom mus´ıme naj´ıt cˇerveno-modre´ obarven´ı grafu Kc−1 takove´, zˇe neobsahuje
cˇervene´ Kk jako podgraf ani modre´ Kl jako podgraf. Chceme-li uka´zat horn´ı
omezen´ı R(k, l) cˇ´ıslem C ∈ N, tj. R(k, l) ≤ C, potom je nutne´ vyzkousˇet
vsˇechny neizomorfn´ı cˇerveno-modra´ obarven´ı grafu KC a v kazˇde´m z teˇchto
obarven´ı nale´zt bud’ cˇervene´ Kk jako podgraf, nebo modre´ Kl jako podgraf.
Poznamenejme, zˇe cˇerveno-modre´ obarven´ı hran Kn lze interpretovat gra-
fem G a jeho doplnˇkem G¯, kde |V (G)| = |V (G¯)| = n, E(G) je mnozˇina
cˇerveny´ch hran v Kn a E(G¯) je mnozˇina modry´ch hran v Kn. Prˇ´ıklad je uve-
den na obra´zku 1.1. Odhady R(k, l) lze tedy rˇesˇit hleda´n´ım kliky velikosti k
v G a kliky velikosti l v G¯.
K5 

Obra´zek 1.1: Prˇevod obarvene´ho K5 na graf G a jeho doplneˇk G¯.
Zaj´ımavost´ı je, zˇe uzˇ pro cˇ´ıslo R(5, 5) nen´ı zna´ma´ prˇesna´ hodnota, cozˇ
naznacˇuje obt´ızˇnost te´to u´lohy. Snahu o vylepsˇen´ı odhad˚u R(5, 5) vyv´ıjeli
B. McKay [20], [1], S. Radziszowski [20], G. Exoo [11], V. Angeltveit [1]
a dalˇs´ı. V roce 2017 B. McKay a V. Angeltveit vylepsˇili jeho horn´ı odhad [1]
a v soucˇasne´ dobeˇ v´ıme, zˇe
43 ≤ R(5, 5) ≤ 48.
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1.4 Zobecneˇna´ Ramseyova cˇ´ısla
Ramseyovo cˇ´ıslo je definova´no jako nejmensˇ´ı prˇirozene´ cˇ´ıslo R(k, l) takove´, zˇe
pro libolne´ cˇerveno-modre´ obarven´ı hran u´plne´ho grafu na R(k, l) vrcholech
obsahuje bud’ cˇervene´ Kk nebo modre´ Kl jako podgraf. Budeme-li uvazˇovat
mı´sto existence cˇervene´ho Kk a modre´ho Kl dva grafy F a H, dostaneme
na´sleduj´ıc´ı definici.
Definice 2. (Zobecneˇne´ Ramseyovo cˇ´ıslo)
Pro dva grafy F a H je zobecneˇne´ Ramseyovo cˇ´ıslo R(F,H) nejmensˇ´ı prˇiroze-
ne´ cˇ´ıslo takove´, zˇe pro libovolne´ cˇerveno-modre´ obarven´ı hran u´plne´ho grafu
na R(F,H) vrcholech obsahuje bud’ cˇerveny´ podgraf, ktery´ je izomorfn´ı s F ,
nebo modry´ podgraf, ktery´ je izomorfn´ı s H.
Na´sleduj´ıc´ı dveˇ veˇty uda´vaj´ı prˇesne´ hodnoty pro zobecneˇna´ Ramseyova
cˇ´ısla.
Veˇta 11. [9] Necht’ k, l ≥ 2, potom
R(K1,k, K1,l) =
{
k + l − 1 . . . pokud k a l jsou suda´ cˇ´ısla,
k + l . . . jinak.
Chva´tal v roce 1977 prˇiˇsel s prˇesnou hodnotou Ramseyovy´ch cˇ´ısel pro stro-
my dane´ho rˇa´du vs. u´plne´ grafy.
Veˇta 12. [9] Necht’ k, l jsou prˇirozena´ cˇ´ısla a T je libovolny´ strom rˇa´du k.
Potom
R(T,Kl) = (k − 1)(l − 1) + 1.
Veˇta z roku 1982 od V. Chva´tala, V. Ro˝dla, E. Szemerediho a V. T. Trot-
tera, omezuje Ramseyovo cˇ´ıslo vsˇech graf˚u s n vrcholy stejnou konstantou.
Veˇta 13. [5] Pro vsˇechna prˇirozena´ cˇ´ısla d existuje c > 0 tak, zˇe pro vsˇechny
grafy F na n vrcholech s ∆(F ) ≤ d, plat´ı
R(F, F ) ≤ cn.
Kapitola 2
Online Ramseyova teorie
Necht’ G oznacˇuje trˇ´ıdu graf˚u a H je graf z G. Uvazˇujeme na´sleduj´ıc´ı kombina-
torickou hru. V jednom kole Builder postav´ı novou hranu a Painter ji obarv´ı
cˇerveneˇ nebo modrˇe. Builder se snazˇ´ı prˇinutit Paintera k vytvorˇen´ı jedno-
barevne´ kopie grafu H a Painter se mu v tom snazˇ´ı zabra´nit. Omezen´ım
pro Buildera je, zˇe cˇerveno-modry´ graf v kazˇde´m kole mus´ı patrˇit do G, jinak
Builder prohra´va´. Rˇ´ıka´me, zˇe H je pro Paintera nevyhnutelny´ na trˇ´ıdeˇ graf˚u
G, jestlizˇe Builder doka´zˇe prˇinutit Paintera k vytvorˇen´ı jednobarevne´ kopie
H na grafu patrˇ´ıc´ım do G. Jinak rˇ´ıka´me, zˇe H je pro Paintera vyhnutelny´
na G.
2.1 Vyhnutelnost a nevyhnutelnost
Zacˇneme dveˇma vy´sledky, kde libovolny´ graf z dane´ trˇ´ıdy G je pro Paintera
nevyhnutelny´ na G.
Veˇta 14. [15] Necht’ H je libovolny´ (vrcholoveˇ) k-obarvitelny´ graf a G je trˇ´ıda
(vrcholoveˇ) k-obarvitelny´ch graf˚u. Potom H je pro Paintera nevyhnutelny´
na G.
Veˇta 15. [15] Necht’ H je libovolny´ les a G je trˇ´ıda les˚u. Potom H je pro Pa-
intera nevyhnutelny´ na G.
Nyn´ı se pod´ıva´me na zat´ım jedinou zna´mou v´ıteˇznou strategii pro Pain-
tera. Nejprve vsˇak definujme vneˇjˇskoveˇ rovinny´ graf.
Definice 3. Graf G je vneˇjˇskoveˇ rovinny´, jestlizˇe pro neˇj existuje rovinne´
nakreslen´ı a vsˇechny vrcholy G lezˇ´ı ve vneˇjˇs´ı steˇneˇ.
Veˇta 16. [15] Necht’ H = K3 a G je trˇ´ıda vneˇjˇskoveˇ rovinny´ch graf˚u. Potom
H je pro Paintera vyhnutelny´ na G.
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D˚ukaz. Uka´zˇeme, zˇe Painter mu˚zˇe kontrolovat pocˇet cˇerveny´ch a modry´ch
hran tak, aby na zˇa´dne´ vnitrˇn´ı steˇneˇ nebyl jejich rozd´ıl deˇlitelny´ 3. Po-
stupujeme indukc´ı podle pocˇtu kol. Oznacˇme Gi graf vytvorˇeny´ v i-te´m
kole. Prˇedpokla´dejme tedy, zˇe na vneˇjˇskoveˇ rovinne´m grafu Gn nen´ı rozd´ıl
cˇerveny´ch a modry´ch hran na jake´koli vnitrˇn´ı steˇjneˇ deˇlitelny´ 3. Necht’ e
je hrana vytvorˇena´ Builderem v n + 1 kole. Potom v Gn+1 vzniknou 0, 1
nebo 2 nove´ steˇny. Prvn´ı dveˇ mozˇnosti jsou trivia´ln´ı. Diskutujme tedy po-
sledn´ı mozˇnost. Potom z vneˇjˇskove´ rovinnosti, e deˇl´ı vnitrˇn´ı steˇnu F v G
na dveˇ nove´ steˇny F1 a F2 v Gn+1. Oznacˇme CFi hranicˇn´ı kruzˇnici steˇny Fi
pro i = 1, 2. Da´le oznacˇme cestu Pi = CFi − e pro i = 1, 2. At’ ri, resp.
bi znacˇ´ı pocˇet cˇerveny´ch, resp. modry´ch hran na cesteˇ Pi pro i = 1, 2. Po-
tom Painter mu˚zˇe hranu e obarvit tak, aby na obou steˇna´ch F1 a F2 nebyl
rozd´ıl cˇerveny´ch a modry´ch hran na steˇna´ch F1 a F2 deˇlitelny´ 3, pokud
nen´ı ri − bi ≡ (−1)i (mod 3) nebo ri − bi ≡ (−1)i−1 (mod 3). Pro spor at’ je
ri−bi ≡ (−1)i (mod 3), potom r1−b1 ≡ (−1)1 (mod 3)⇒ r1−b1 ≡ 2 (mod 3)
a r2 − b2 ≡ (−1)2(mod 3)⇒ r2 − b2 ≡ 1 (mod 3). Potom pro steˇnu F plat´ı,
zˇe (r1 + r2)− (b1 + b2) ≡ 0 (mod 3), cozˇ je spor s indukcˇn´ım prˇedpokladem.
Druha´ mozˇnost se uka´zˇe analogicky.
Uvazˇujeme-li mı´sto trˇ´ıdy vneˇjˇskoveˇ rovinny´ch graf˚u, trˇ´ıdu rovinny´ch graf˚u,
pak se situace zmeˇn´ı a v´ıteˇzna´ strategie existuje naopak pro Buildera.
Veˇta 17. [15] Necht’ H = K3 a G je trˇ´ıda rovinny´ch graf˚u. Potom H je
pro Paintera nevyhnutelny´ na G.
Dalˇs´ım grafem, pro ktery´ ma´ Builder v´ıteˇznou strategii je K4 − e.
Veˇta 18. [15] Necht’ H = K4 − e a G je trˇ´ıda rovinny´ch graf˚u. Potom H je
pro Paintera nevyhnutelny´ na G.
Pro K4 nen´ı zna´ma´ zˇa´dna´ v´ıteˇzna´ strategie. V roce 2014 Sˇ. Petrˇ´ıcˇkova´ [22]
formulovala na´sleduj´ıc´ı hypote´zu.
Hypote´za. Necht’ H = K4 a G je trˇ´ıda rovinny´ch graf˚u. Potom H je pro Pa-
intera vyhnutelny´ na G.
2.2 Online Ramseyova cˇ´ısla
V prvn´ı kapitole jsme definovali Ramseyovo cˇ´ıslo R(k, l) uda´vaj´ıc´ı minima´ln´ı
pocˇet vrchol˚u u´plne´ho grafu, ktery´ prˇi libovolne´m cˇerveno-modre´m obarven´ı
hran obsahuje bud’ cˇervene´ Kk jako podgraf nebo modre´ Kl jako podgraf.
V na´sleduj´ıch dvou definic´ıch zavedeme size Ramseyovo cˇ´ıslo a jeho online
variantu, ktera´ nesouvis´ı s rˇa´dem grafu, ale s jeho velikost´ı.
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Definice 4. (size Ramseyovo cˇ´ıslo)
Size Ramseyovy´m cˇ´ıslem Rˆ(G) rozumı´me nejmensˇ´ı m, pro ktere´ existuje graf
H s m hranami takovy´, zˇe prˇi libovolne´m cˇerveno-modre´m obarven´ı hran
obsahuje jednobarevne´ G jako podgraf.
Size Ramseyova cˇ´ısla byla poprve´ studova´na v roce 1978 P. Erdo˝sem
a dalˇs´ımi v [10]. Vy´sledek, ktery´ je prˇipisova´n V. Chva´talovi rˇ´ıka´, zˇe pro u´plne´
grafy je size Ramseyovo cˇ´ıslo Rˆ(Kk) rovno pocˇtu hran v u´plne´m grafu sR(k, k)
vrcholy, tedy
Rˆ(Kk) =
(
R(k, k)
2
)
.
Definice 5. (online Ramseyovo cˇ´ıslo)
Online Ramseyovo cˇ´ıslo R˜(G) je minima´ln´ı pocˇet hran, ktere´ mus´ı Buil-
der vytvorˇit, aby prˇinutil Paintera k vytvorˇen´ı jednobarevne´ho grafu G,
bez ohledu na jeho strategii.
Hypote´za, formulova´na A. Kurekem a A. Rucinskim v roce 2005 [18],
kterou v roce 2009 doka´zal D. Conlon [8] rˇ´ıka´, zˇe
lim
k→∞
R˜(Kk)
Rˆ(Kk)
= 0.
D. Conlon uka´zal, zˇe existuje konstanta c > 1 takova´, zˇe
R˜(Kk) ≤ c−k
(
R(k, k)
2
)
.
Online Ramseyova cˇ´ısla cest
V te´to cˇa´sti se zameˇrˇ´ıme na online Ramseyova cˇ´ısla cest, ktera´ byla studova´na
v [16], [23]. Zacˇneme tabulkou neˇkolika prˇesny´ch hodnot, ktere´ byly spocˇteny
pomoc´ı pocˇ´ıtacˇe.
n 2 3 4 5 6 7 8 9
R˜(Pn) 1 3 5 7 10 12 15 17
Tabulka 2.1: R˜(Pn)
Poznamenejme, zˇe urcˇit prˇesnou hodnotu online Ramseyova cˇ´ısla pro hru
omezenou jen na n kol, znamena´ proj´ıt vsˇechny mozˇne´ neizomorfn´ı grafy s n
hranami a da´le proj´ıt vsˇechna mozˇna´ neizomorfn´ıch obarven´ı teˇchto graf˚u.
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Konkre´tneˇ pro n = 9 P. Pra lat v [23] pouzˇit´ım backtrackingu testoval 176778
r˚uzneˇ obarveny´ch graf˚u s 9 hranami. Jedna´ se tedy o obt´ızˇnou u´lohu a prˇesna´
hodnota nen´ı zat´ım spocˇtena ani pro R˜(P10). Pod´ıvejme se tedy na horn´ı
odhad, ktery´ plat´ı obecneˇ.
Veˇta 19. [16] Neˇcht’ k ≥ 1. Builder umı´ v 2k − 1 kolech prˇinutit Paintera
k vytvorˇen´ı dvou jednobarevny´ch a vrcholoveˇ disjunktn´ıch cest (jedne´ cˇervene´
a jedne´ modre´) takovy´ch, zˇe soucˇet jejich de´lek je roven k. Nav´ıc, pro vsˇechna
n ≥ 2 plat´ı, zˇe
R˜(Pn) ≤ 4n− 7.
Du˚kaz je konstrukcˇn´ı a prova´d´ı se indukc´ı podle pocˇtu kol. Na obra´zku 2.1
je zobrazen jeden krok indukce.
Obra´zek 2.1: Jeden krok indukce.
Prˇi snaze o vylepsˇen´ı horn´ıho odhadu online Ramseyovy´ch cˇ´ısel cest jsme
vypozorovali, zˇe v indukci lze hrany vyb´ırat i jiny´m zp˚usobem. Rozd´ılem je,
zˇe obeˇ jednobarevne´ cesty nebudou vrcholoveˇ disjunktn´ı, ale budou mı´t je-
den spolecˇny´ koncovy´ vrchol. Oznacˇme R = (r1, r2, . . . , rlR) cˇervenou cestu,
B = (b1, b2, . . . , blB) modrou cestu a u jejich spolecˇny´ koncovy´ vrchol, kde
u = rlR = b1. Builder vytvorˇ´ı hranu uv, kde v je vrchol, ktery´ nelezˇ´ı na R
ani na B. At’ ji Painter obarv´ı cˇerveneˇ (druha´ mozˇnost je symetricka´), po-
tom Builder vytvorˇ´ı hranu vb2. Painter ji bud’ obarv´ı cˇerveneˇ, potom R =
(r1, r1, . . . , rlR , v, b2) a B = (b2, b3, . . . , blB), nebo ji obarv´ı modrˇe, potom
R = (r1, r1, . . . , rlR , v) a B = (v, b2, b3, . . . , blB). V obou prˇ´ıpadech je soucˇet
de´lek teˇchto cest po dvou kolech o 1 veˇtsˇ´ı, stejneˇ jako v jednom kroku indukce
na obra´zku 2.1.
Kapitola 3
Online Ramseyova cˇ´ısla kruzˇnic
Tato kapitola je motivova´na diplomovou prac´ı V. Blazˇeje [2], ktery´ se zaby´val
horn´ım odhadem pro online Ramseyova cˇ´ısla kruzˇnic. Je zde opraven horn´ı
odhad pro sude´ kruzˇnice a vylepsˇen horn´ı odhad pro liche´ kruzˇnice.
3.1 C3, C4
Horn´ı odhad pro R˜(C3)
V [16] je zmı´neˇno, zˇe R˜(C3) = 8. Horn´ı odhad lze z´ıskat z konstrukce, ktera´
je zrˇejma´ z obra´zku 3.1.
Obra´zek 3.1: Konstrukce C3.
Horn´ı odhad pro R˜(C4)
Vytvorˇ´ıme 7-kra´t K1,3, z nich vybereme 4 cesty de´lky 2, ktere´ maj´ı stej-
nou barvu a oznacˇ´ıme je p1 = (p11, p
1
2, p
1
3), p
2 = (p21, p
2
2, p
2
3), p
3 = (p31, p
3
2, p
3
3)
a p4 = (p41, p
4
2, p
4
3). Necht’ jsou cesty p
1, p2, p3, p4 obarveny cˇervenou bar-
vou. Builder vytvorˇ´ı 6 hran xpi1, xp
i
3 pro i = 1, 2, 3, kde x je vrchol, ktery´
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nelezˇ´ı na zˇa´dne´ z cest p1, p2, p3, p4. Potom Painter vzˇdy alesponˇ jednu
z hran xpi1, xp
i
3 pro i = 1, 2, 3 obarv´ı modrˇe, protozˇe jinak ma´me cˇervene´
C4. Oznacˇme tyto modre´ hrany na cesteˇ p
i jako xpi. Builder vytvorˇ´ı hrany
pip
4
1 a pip
4
3 pro i = 1, 2, 3. Painter alesponˇ jednu z hran p1p
4
1 a p1p
4
3 obarv´ı
modrˇe, oznacˇme ji p1a a druhou hranu p1b. Potom hrana p2a je obarvena
cˇerveneˇ a p2b je obarvena modrˇe. Hrana p3b je obarvena cˇerveneˇ a konecˇneˇ je
bud’ hrana p3a obarvena cˇerveneˇ, potom ma´me cˇervene´ C4 = (p
4
1, p
4
2, p
4
3, p3),
nebo je hrana p3a obarvena modrˇe, potom ma´me modre´ C4 = (x, p1, a, p3).
Horn´ı odhad online Ramseyova cˇ´ısla z´ıska´me soucˇtem vsˇech kol, tedy
R˜(C4) ≤ 3 · 7 + 2 · 6 = 33.
3.2 Sude´ kruzˇnice
Veˇta 20. Necht’ n = 2k + 4, k ∈ N, potom
R˜(Cn) ≤ 37n− 75.
Strategie
1. Vytvorˇ´ıme jednobarevnou cestu p (strategie viz da´le) o de´lce 17
2
n− 17.
Vrcholy cesty p budeme znacˇit p0, p1, . . . , p 17
2
n−17.
2. Oznacˇme
(a) α = n − 2 + n−2
4
− 1 = 5n−14
4
pro n = 4k + 2, k ∈ N, tj. n =
6, 10, 14, 18, . . .
Nyn´ı rozdeˇl´ıme cestu p na 7 kratsˇ´ıch cest p1, p2, . . . , p7.
• p1 = (p0, p1, . . . , pα),
• p2 = (pα+1, pα+2, . . . , p2α+1),
• p3 = (p2α+2, pα+3, . . . , p3α+2),
• p4 = (p3α+3, p3α+4, . . . , p4α+3),
• p5 = (p4α+4, p4α+5, . . . , p5α+4),
• p6 = (p5+α+5, p5α+6, . . . , p6α+5),
• p7 = (p6α+6, p6α+7, . . . , p6α+6+n−2) = (p6α+6, p6α+7, . . . , p 17
2
n−17).
Ma´me tedy 6 jednobarevny´ch cest p1, p2, . . . , p6 o de´lce 5n−14
4
a cestu
p7 o de´lce n− 2.
(b) α = n − 2 + n
4
− 1 = 5n−12
4
a β = n − 2 + n−4
4
− 1 = 5n−16
4
pro n = 4k + 4, k ∈ N, tj. n = 8, 12, 16, 20, . . .
Opeˇt rozdeˇl´ıme cestu p na 7 kratsˇ´ıch cest p1, p2, . . . , p7 tak, zˇe
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• p1 = (p0, p1, . . . , pα),
• p2 = (pα+1, pα+2, . . . , pα+β+1),
• p3 = (pα+β+2, pα+β+3, . . . , p2α+β+2),
• p4 = (p2α+β+3, p2α+β+4, . . . , p2α+2β+3),
• p5 = (p2α+2β+4, p2α+2β+5, . . . , p3α+2β+4),
• p6 = (p3α+2β+5, p3α+2β+6, . . . , p3α+3β+5),
• p7 = (p3α+3β+6, p3α+3β+7, . . . , p3α+3β+6+n−2).
Ma´me tedy 3 cesty p1, p3, p5 o de´lce 5n−12
4
, 3 cesty p2, p4, p6 o de´lce
5n−16
4
a cestu p7 o de´lce n− 2.
3. Necht’ je p obarvena´ cˇervenou barvou, potom vynut´ıme 3 modre´ cesty
o de´lce n
2
− 1 vycha´zej´ıc´ı z vrcholu x, ktery´ nelezˇ´ı na cesteˇ p.
Nejprve Builder vytvorˇ´ı hrany xp10 a xp
1
n−2. Painter mus´ı alesponˇ jednu
z teˇchto hran obarvit modrou barvou, oznacˇme tuto hranu xy1.
(a) Pokud n = 4k + 2, k ∈ N, pak z y1 vynut´ıme modrou cestu de´lky
n
2
− 2, cozˇ se na´m povede v n−6
4
+ 1 iterac´ıch. Situace je zobrazena
na obra´zku 3.2.
Pro i = 1, 2, . . . , n−6
4
:
• Builder vytvorˇ´ı hrany y2i−1p2i−1 a y2i−1p2n+i−3, potom alesponˇ
jedna z teˇchto hran je obarvena modrou barvou, oznacˇme tuto
hranu y2i−1y2i.
• Builder vytvorˇ´ı hrany y2ip1i a y2ip1n+i−2, potom alesponˇ jedna
z teˇchto hran je obarvena modrou barvou, oznacˇme tuto hranu
y2iy2i+1.
Konecˇneˇ Builder vytvorˇ´ı hrany y2n−6
4
+1p
2
n+n−6
4
−2 a y2n−64 +1p
2
n+n−6
4
,
potom alesponˇ jedna z teˇchto hran je obarvena modrou barvou,
oznacˇme tuto hranu y2n−6
4
+1y2n−6
4
+2 = yn2−2yn2−1. Z´ıska´va´me mod-
rou cestu (x, y1, y2, . . . , yn
2
−1) o de´lce n2 − 1. Stejneˇ postupujeme
s cestami p3, p4 a p5, p6.
(b) Pokud n = 4k + 4, k ∈ N, pak z y1 vynut´ıme modrou cestu de´lky
n
2
− 2, cozˇ se na´m povede v n−4
4
iterac´ıch. Situace je zobrazena
na obra´zku 3.3.
Pro i = 1, 2, . . . , n−4
4
:
• Builder vytvorˇ´ı hrany y2i−1p2i−1 a y2i−1p2n+i−3, potom alesponˇ
jedna z teˇchto hran je obarvena modrou barvou, oznacˇme tuto
hranu y2i−1y2i.
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• Builder vytvorˇ´ı hrany y2ip1i a y2ip1n+i−2, potom alesponˇ jedna
z teˇchto hran je obarvena modrou barvou, oznacˇme tuto hranu
y2iy2i+1.
Z´ıska´va´me modrou cestu (x, y1, y2, . . . , yn
2
−1) o de´lce n2 − 1. Stejneˇ
postupujeme s cestami p3, p4 a p5, p6.
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Obra´zek 3.2: Vynucen´ı modre´ cesty de´lky n
2
− 1 pro n = 4k + 2, k ∈ N.
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Obra´zek 3.3: Vynucen´ı modre´ cesty de´lky n
2
− 1 pro n = 4k + 4, k ∈ N.
4. Oznacˇme si modrou cestu vytvorˇenou z vrcholu x
• pomoc´ı cest p1, p2 jako q1 = (x, q11, q12, . . . , q1n
2
−1),
• pomoc´ı cest p3, p4 jako q2 = (x, q21, q22, . . . , q2n
2
−1),
• pomoc´ı cest p5, p6 jako q3 = (x, q31, q32, . . . , q3n
2
−1).
(a) Builder vytvorˇ´ı hrany q1n
2
−1p
7
0 a q
1
n
2
−1p
7
n−2, potom alesponˇ jedna
z teˇchto hran je obarvena modrou barvou, oznacˇme tuto hranu
q1n
2
−1a a druhou hranu oznacˇme q
1
n
2
−1b.
(b) Builder vytvorˇ´ı hrany qn
2
−12a a q2n
2
−1b, potom hrana q
2
n
2
−1a mus´ı
by´t cˇervena´ a hrana q2n
2
−1b mus´ı by´t modra´. Pokud ale q
1
n
2
−1b je
modra´, potom ma´me modrou Cn = (q
1
n
2
−1, q
1
1, x, q
2
1, . . . , q
2
n
2
−1, b),
tedy q1n
2
−1b je obarvena cˇervenou barvou.
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(c) Builder vytvorˇ´ı hrany q3n
2
−1a a qn2 3−1b, potom hrana q
3
n
2
−1amus´ı by´t
obarvena cˇervenou barvou. A konecˇneˇ bud’ q3n
2
−1b je modra´, potom
ma´me modrou Cn = (q
2
n
2
−1, . . . , q
2
1, x, q
3
1, . . . , q
3
n
2
−1b) nebo q
3
n
2
−1b je
cˇervena´, potom ma´me cˇervenou Cn = (q
3
n
2
−1, p
7
0, . . . , p
7
n−2). Postup
je ilustrova´n na obra´zku 3.4.
x
q1
1
q2
1
q3
1
q1

1
q2

1
q3

1
p7

 
p7
2
 b
Obra´zek 3.4: Vynucen´ı sude´ kruzˇnice.
Horn´ı odhad R˜(Cn) pro sude´ kruzˇnice
Pro vytvorˇen´ı cˇervene´ cesty o de´lce 17
2
n − 17, podle veˇty 19 potrˇebujeme
4
(
17
2
n− 17) − 7 = 34n − 75 kol. Da´le pro vytvorˇen´ı modre´ cesty o de´lce
n
2
− 1 z vrcholu x, potrˇebujeme
• 2 + n−6
4
· 4 + 2 = n− 2 kol, pro n = 4k + 2, k ∈ N.
• 2 + n−4
4
· 4 = n− 2 kol, pro n = 4k + 4, k ∈ N.
Tedy pro vytvorˇen´ı 3 modry´ch cest o de´lce n
2
− 1 z vrcholu x potrˇebujeme
3(n−2) = 3n−6 kol. Nakonec vytvorˇ´ıme 6 hran z koncovy´ch vrchol˚u modry´ch
cest do koncovy´ch vrchol˚u p7. Horn´ı odhad R˜(Cn) pro n = 2k + 4, k ∈ N
dosta´va´me soucˇtem, tedy
R˜(Cn) ≤ 34n− 75 + 3n− 6 + 6 = 37n− 75.
3.3 Liche´ kruzˇnice
Veˇta 21. Necht’ n = 2k + 3, k ∈ N, potom
R˜(Cn) ≤ 47n− 75.
KAPITOLA 3. ONLINE RAMSEYOVA CˇI´SLA KRUZˇNIC 23
Strategie
1. Vytvorˇ´ıme jednobarevnou cestu p (strategie viz da´le) o de´lce 10n− 17.
Vrcholy cesty p budeme znacˇit p0, p1, . . . , p10n−17.
2. Vytvorˇ´ıme sudou kruzˇnici o de´lce 2n.
(a) Protozˇe n = 2k+ 3, k ∈ N, pak 2n = 4k+ 6, k ∈ N. Modifikujeme
tedy postup vytvorˇen´ı sude´ kruzˇnice pro n = 4k + 2. Oznacˇme
α = n− 2 + 2n−2
4
− 1 = 3n−7
2
. Nyn´ı rozdeˇl´ıme cestu p na 7 kratsˇ´ıch
cest p1, p2, . . . , p7.
• p1 = (p0, p1, . . . , pα),
• p2 = (pα+1, pα+2, . . . , p2α+1),
• p3 = (p2α+2, pα+3, . . . , p3α+2),
• p4 = (p3α+3, p3α+4, . . . , p4α+3),
• p5 = (p4α+4, p4α+5, . . . , p5α+4),
• p6 = (p5+α+5, p5α+6, . . . , p6α+5),
• p7 = (p6α+6, p6α+7, . . . , p6α+6+n−2) = (p6α+6, p6α+7, . . . , p10n−17).
Ma´me tedy 6 jednobarevny´ch cest p1, p2, . . . , p6 o de´lce 3n−7
2
a
cestu p7 o de´lce n− 2.
(b) Necht’ je p obarvena´ cˇervenou barvou, potom vynut´ıme 3 modre´
cesty o de´lce n− 1 vycha´zej´ıc´ı z vrcholu x, ktery´ nelezˇ´ı na cesteˇ p.
Nejprve Builder vytvorˇ´ı hrany xp10 a xp
1
n−2. Potom alesponˇ jedna
z teˇchto hran mus´ı by´t obarvena modrou barvou, oznacˇme tuto
hranu xy1. Z y1 vynut´ıme modrou cestu de´lky n − 2, cozˇ se na´m
povede v n−3
2
iterac´ıch.
Pro i = 1, 2, . . . , n−3
2
:
• Builder vytvorˇ´ı hrany y2i−1p2i−1 a y2i−1p2n+i−3, potom alesponˇ
jedna z teˇchto hran je obarvena modrou barvou, oznacˇme tuto
hranu y2i−1y2i.
• Builder vytvorˇ´ı hrany y2ip1i a y2ip1n+i−2, potom alesponˇ jedna
z teˇchto hran je obarvena modrou barvou, oznacˇme tuto hranu
y2iy2i+1.
Konecˇneˇ Builder vytvorˇ´ı hrany y2n−3
2
+1p
2
n−2+n−3
2
a y2n−3
2
+1p
2
n−3
2
,
potom alesponˇ jedna z teˇchto hran je obarvena modrou barvou,
oznacˇme tuto hranu y2n−3
2
+1y2n−3
2
+2 = yn−2yn−1.
Z´ıska´va´me modrou cestu (x, y1, y2, . . . , yn−1) o de´lce n− 1. Stejneˇ
postupujeme s cestami p3, p4 a p5, p6.
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(c) Oznacˇme si modrou cestu vyrvorˇenou z vrcholu x
• pomoc´ı cest p1 a p2 jako q1 = (x, q11, q12, . . . , q1n−1),
• pomoc´ı cest p1 a p2 jako q1 = (x, q21, q22, . . . , q2n−1),
• pomoc´ı cest p1 a p2 jako q1 = (x, q31, q32, . . . , q3n−1).
Builder vytvorˇ´ı hrany q1n−1p
7
0 a q
1
n−1p
7
n−2, potom alesponˇ jedna
z teˇchto hran je obarvena modrou barvou, oznacˇme tuto hranu
q1n−1a a druhou hranu q
1
n−1b.
Builder vytvorˇ´ı hrany q2n−1a a q
2
n−1b, potom hrana q
2
n−1a mus´ı by´t
cˇervena´ a hrana q2n−1b mus´ı by´t modra´. Je-li q
1
n−1b modra´, potom
ma´me modrou C2n, tedy q
1
n−1b je obarvena cˇervenou barvou.
Builder vytvorˇ´ı hrany q3n−1a a q
3
n−1b, potom hrana q
3
n−1a mus´ı
by´t obarvena cˇervenou barvou a hrana q3n−1b je modra´, potom
z´ıska´va´me modrou C2n = (q
2
n−1, . . . , q
2
1, x, q
3
1, . . . , q
3
n−1, b).
3. Vytvorˇ´ıme lichou kruzˇnici Cn uvnitrˇ sude´ kruzˇnice C2n = (c0, . . . , c2n−1)
z prˇechoz´ıho bodu, cozˇ se na´m povede po n kolech.
Pro i = 0, 1, . . . , n− 2:
• Builder vytvorˇ´ı hranu ci(n−1)(mod 2n)c(i+1)(n−1)(mod 2n), potom
je tato hrana obarvena cˇervenou barvou.
V posledn´ı iteraci Builder vytvorˇ´ı hranu c1cn. Hrana je bud’ obarvena
cˇervenou barvou, potom z´ıska´va´me cˇervenou Cn, nebo modrou barvou,
potom z´ıska´va´me modrou Cn.
Horn´ı odhad R˜(Cn) pro liche´ kruzˇnice
Pro vytvorˇen´ı cˇervene´ cesty o de´lce 10n − 17, podle veˇty 19 potrˇebujeme
4(10n− 17)− 7 = 40n− 75 kol. Da´le pro vytvorˇen´ı modre´ cesty o de´lce n− 1
z vrcholu x, potrˇebujeme 2 + n−3
2
· 4 + 2 = 2n− 2 kol. Tedy pro vytvorˇen´ı 3
modry´ch cest de´lky n − 1 z vrcholu x potrˇebujeme 3(2n − 2) = 6n − 6 kol.
Pro dokoncˇen´ı sude´ kruzˇnice o de´lce 2n potrˇebujeme 6 kol. Nakonec uvnitrˇ
jednobarevne´ C2n potrˇebujeme n kol. Horn´ı odhad R˜(Cn) pro n = 2k + 3,
k ∈ N dosta´va´me soucˇtem, tedy
R˜(Cn) ≤ 40n− 75 + 6n− 6 + 6 + n = 47n− 75.
Za´veˇr
V prvn´ı kapitole je vylozˇena cˇa´st Ramseyovy teorie. Ramseyova teorie je velmi
obsa´hla´ a zpracova´n´ı cele´ te´matiky by vydalo na neˇkolik knih. Byla vybra´na
za´kladn´ı te´mata, ktera´ jsou ilustrova´na na grafech, cozˇ napov´ıda´ i na´zev
pra´ce.
Kapitola druha´ se zaby´va´ opeˇt jen malou cˇa´st´ı online Ramseyovy teorie.
Te´mata v te´to kapitole byla volena podle toho, cˇ´ım jsme se beˇhem cele´ho roku
zaby´vali. Je zde shrnuta vyhnutelnost a nevyhnutelnost na neˇktery´ch trˇ´ıda´ch
graf˚u a nast´ıneˇna obt´ızˇnost urcˇen´ı prˇesny´ch hodnot online Ramseyovy´ch cˇ´ısel
uzˇ pro struktura´lneˇ jednoduchy´ graf jako je cesta. V budoucnu by si zaslouzˇila
pozornost hypote´za od Sˇ. Petrˇ´ıcˇkove´ z druhe´ kapitoly. Cestou mu˚zˇe by´t nale´zt
neˇjakou strategii pro Paintera, podobnou te´ v d˚ukazu veˇty 16. Kapitola je
zakoncˇena drobny´m pozorova´n´ım, ktere´ dovoluje konstruovat jednobarevne´
cesty i jiny´m zp˚usobem nezˇ je uveden v p˚uvodn´ım cˇla´nku.
Trˇet´ı kapitola se zaby´va´ horn´ım odhadem online Ramseyovy´ch cˇ´ısel kruzˇ-
nic. Kapitola je cˇleneˇna na trˇi cˇa´sti. V prvn´ı cˇa´sti je uvedena prˇesna´ hodnota
pro C3 a horn´ı odhad pro C4. Druha´ cˇa´st se zaby´va´ kruzˇnicemi sude´ de´lky
a v trˇet´ı cˇa´sti je horn´ı odhad pro liche´ kruzˇnice. Da´le mu˚zˇe by´t veˇnova´na
pozornost doln´ım odhad˚um pro online Ramseyova cˇ´ısla kruzˇnic.
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